The Hamiltonian formalism is extremely elegant and convenient to mechanics problems. However, its application to the classical field theories is a difficult task. In fact, you can set one to one correspondence between the Lagrangian and Hamiltonian in the case of hyperregular Lagrangian. It is impossible to do the same in gauge-invariant field theories. In the case of irregular Lagrangian the Dirac Hamiltonian formalism with constraints is usually used, and this leads to a number of certain difficulties. The paper proposes a reformulation of the problem to the case of a field without sources. This allows to use a symplectic Hamiltonian formalism. The proposed formalism will be used by the authors in the future to justify the methods of vector bundles (Hamiltonian bundles) in transformation optics.
I. INTRODUCTION
The Hamiltonian formalism [1] is well known and widely used in geometrical optics. As a Hamiltonian the Hamiltonian of material particle is used.
In the case of wave optics there is a number of difficulties in the construction of the Hamiltonian formalism. Since the Lagrangian of the electromagnetic field is not regular, then the construction of a symplectic Hamiltonian formalism is not possible. The Dirac formalism with constraints is commonly used to gauge theories.
However, if we restrict ourselves to systems without sources, it is possible to build a standard symplectic Hamiltonian formalism.
This article demonstrates the impossibility of constructing symplectic Hamiltonian for the general case of the electromagnetic field. In the case of the sourceless field the general method for constructing symplectic Hamiltonian and the example of such constructing are presented.
1. We will use the notation of abstract indices [2] . In this notation tensor as a complete object is denoted merely by an index (e.g., x i ). Its components are designated by underlined indices (e.g., x i ).
2. We will adhere to the following agreements . Greek indices (α, β) will refer to the four-dimensional space, in component form it looks like: α = 0, 3. Latin indices from the middle of the alphabet (i, j, k) will refer to the three-dimensional space, in the component form it looks like: i = 1, 3.
3. The comma in the index denotes a partial derivative with respect to corresponding coordinate (f ,i := ∂ i f ); semicolon denotes a covariant derivative (f ;i := ∇ i f ).
4. The CGS symmetrical system [3] is used for notation of the equations of electrodynamics.
III. MAXWELL'S EQUATIONS
Maxwell's equations will be written both via field variables, and in the gauge-invariant form (in the formalism of bundles) [4] [5] [6] [7] [8] .
A. Maxwell's equations via field variables
We write Maxwell's equations via the field variables in the tensor formalism in holonomic basis:
Here e ijk is the Levi-Civita tensor (alternating tensor) 1 . Field functions E and B can be represented via field potentials ϕ and A:
or in the index notation:
B. Maxwell's equations in the formalism of bundles
We introduce the tensor of the electromagnetic field as a curvature on the tangent bundle:
where the connection A α means the 4-vector potential A α = (ϕ, A). We write the tensor (3) by components taking into account relation (2):
Similarly, we introduce the Minkowski's tensor (displacement tensor) G αβ := F αβ − 4πS αβ (S αβ is the polarization-magnetization tensor) [9] .
Thereby the tensors F αβ and G αβ have the following components
Here E i , H i are components of electric and magnetic fields intensity vectors; D i , B i are components of vectors of electric and magnetic induction.
Let's write the Maxwell equations with the help of electromagnetic field tensors F αβ and G αβ [10, 11] :
C. The Lagrangian of the electromagnetic field
Let's construct the Lagrangian L explicitly. The equation (4) represents the second Bianchi identity, that is performed by the construction of (3). To construct the Lagrangian we only need to use the equations (5) .
Then the Lagrangian has the form:
The form of Euler-Lagrange equation:
D. The problem of constructing the Hamiltonian of the electromagnetic field
The Hamiltonian (Hamiltonian density) is constructed by Lagrangian with the help of Legendre transformations:
where p α is momentum density, L is Lagrangian. Because in Hamiltonian formalism all the equations are constructed with generalized coordinates and momenta, in order to write down the Hamiltonian density (7) and the corresponding Hamilton equations we need to express the generalized momentum p α through velocitiesȦ α in the (6):
This requires that the determinant of the Hessian matrix is nonzero:
where the elements of the Hessian matrix are:
That means that the Lagrangian is irregular, and the construction of symplectic Hamiltonian formalism in such a manner is impossible.
IV. BUILDING A SYMPLECTIC HAMILTONIAN
It turns out that in the absence of sources (j α = 0) we can construct a symplectic Hamiltonian formalism making the desired change of variables. As one of the methods, the method of doubling variables is considered. This method is applicable when the system contains only generalized variables, and generalized momenta are absent.
A. Doubling of variables method
Consider the system of s equations:
We define the space R 2s with the following coordinates:
We introduce in this space the Poisson bracket:
The Hamiltonian is defined as follows:
Then the first group of the Hamilton equations will be the same as the original system (8) , and the second group will be as follows:
B. The applicability of the method of doubling the variables for the Maxwell equations
Let's establish that Maxwell's equations without sources satisfy the condition of applicability of the doubling of variables method. To do this, we rewrite the equations (1) in the form:
It can be seen that the second pair of equations violates the condition of method applicability. However, we can show that in the absence of sources these equations are linearly dependent on the rest of the Maxwell equations. Let's write first and second equations in component form:
The following two equations are written in the same way:
Differentiating both sides of equations (10) and (11) we get (assuming that g is time independent):
Adding the equations (14) and (15) term by term we obtain (12) and (13) respectively. Thus, the system of Maxwell's equations is transformed into the following reduced system which satisfies the condition of method:
C. Example of the Hamiltonian
We define the constitutive equations:
We rewrite (16) as follows (assuming that the metric is time independent):
We choose the generalized coordinates in the form:
The System (8) takes the following form:
(17) We write the Hamiltonian based on the (9) and (17):
The corresponding system of Hamiltonian equations has the following form:
.
To write out the explicit form of the momenta in general is not possible.
V. CONCLUSION
In geometrical optics the concept of the ideal instrument was formulated over a hundred years ago. Based on this concept, in particular, such focusing (twodimensional or three-dimensional) objects, as a Luneburg lens, a Maxwell's fisheye and others were constructed. Prediction and the invention of lasers have given for researchers the concept of distribution and transformation of electromagnetic fields satisfying the Maxwell's equations. In the last 10-20 years, the laws of transformation of three-dimensional vector fields were studied in different papers dedicated to transformational optics. However, the concept of an ideal instrument in these studies remains taken from geometrical optics. The authors of this paper intend to strictly formulate the concept of the ideal transformation optics device in Maxwell's optics, that implements fundamental solutions (propagators, Green's function) of Maxwell's equations. The results represented are the first step towards solving this problem.
In this paper a formal method of obtaining symplectic Hamiltonian formalism for Maxwell's equations without sources was constructed. The authors also hope that represented examples sufficiently clarify the application of the proposed method.
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Keywords: уравнения Максвелла; криволинейные координаты; симплектическое многобразие; гамиль-тонов формализм; удвоение переменных I. ВВЕДЕНИЕ В геометрической оптике известен и широко приме-няется гамильтонов формализм [1] . В качестве гамиль-тониана используется гамильтониан материальной ча-стицы.
В случае же волновой оптики возникает ряд трудно-стей при построении гамильтонова формализма. По-скольку лагранжиан электромагнитного поля не явля-ется регулярным, то построение симплектического га-мильтонового формализма не представляется возмож-ным. Для калибровочных теорий обычно применяют дираковский формализм со связями.
Однако, если ограничиться рассмотрением только систем без источников, то возможно построение стан-дартного симплектического гамильтонового форма-лизма.
В данной статье демонстрируется невозможность построения симплектического гамильтониана для об-щего случая электромагнитного поля. Для случая по-ля без источников строится общий метод построения симплектического гамильтониана и приводится при-мер реализации такого построения. * yamadharma@gmail.com 1. Будем использовать нотацию абстрактных ин-дексов [2] . В данной нотации тензор как целост-ный объект обозначается просто индексом (на-пример, x i ), компоненты обозначаются подчёрк-нутым индексом (например, x i ).
2. Будем придерживаться следующих соглашений. Греческие индексы (α, β) будут относиться к че-тырёхмерному пространству и в компонентном виде будут иметь следующие значения: α = 0, 3. Латинские индексы из середины алфавита (i, j, k) будут относиться к трёхмерному простран-ству и в компонентном виде будут иметь следу-ющие значения: i = 1, 3.
3. Запятой в индексе обозначается частная произ-водная по соответствующей координате (f ,i := ∂ i f ); точкой с запятой ковариантная произ-водная (f ;i := ∇ i f ).
4. Для записи уравнений электродинамики в рабо-те используется система СГС симметричная [3] .
III. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА
Будем записывать уравнения Максвелла как че-рез полевые переменные, так и в калибровочно-инвариантном виде (в формализме расслоений) [4] [5] [6] [7] [8] [9] .
A. Уравнения Максвелла через полевые переменные
Уравнения Максвелла через полевые переменные в тензорном формализме в голономном базисе:
Здесь e ijk тензор Леви-Чивиты (альтернирую-щий тензор)
1 . Полевые функции E и B можно представить через потенциалы поля ϕ и A:
или в индексной нотации:
B. Уравнения Максвелла в формализме расслоений
Введём тензор электромагнитного поля как кривиз-ну на касательном расслоении:
где связность A α имеет смысл 4-вектора потенциала A α = (ϕ, A). Распишем тензор (3) по компонентам с учётом (2):
Аналогично введём тензор тензор Минковского (тензор смещений) G αβ := F αβ − 4πS αβ (S αβ есть тен-зор поляризации-намагничения) [10] .
Таким образом тензоры F αβ и G αβ имеют следую-щие компоненты
компоненты векторов электрической и маг-нитной индукции соответственно.
Запишем уравнение Максвелла через тензоры элек-тромагнитного поля F αβ и G αβ [11] [12] [13] :
C. Лагранжиан электромагнитного поля
Построим лагранжиан (лагранжеву плотность) L в явном виде.
Уравнение (4) представляет собой дифференциаль-ное тождество Бьянки, то есть выполняется в силу построения (3) . Для построения лагранжиана доста-точно использовать только группу уравнений (5) .
Тогда лагранжиан будет иметь вид:
Уравнения Эйлера-Лагранжа имеют вид:
D. Проблема построения гамильтониана электромагнитного поля Гамильтониан (гамильтонова плотность) строится через лагранжиан с помощью преобразований Ле-жандра:
где p α плотность импульса, L лагранжиан. Так как в гамильтоновом формализме все уравне-ния строятся через обобщённые координаты и импуль-сы, то в (6) требуется выразить обобщённый импульс p α через скоростиȦ α , чтобы выписать гамильтоно-ву плотность (7) и соответствующие ей уравнения Га-мильтона:
При этом требуется, чтобы детерминант матрицы Гессе (гессиан) был отличен от нуля: det H(L) = 0, где элементы матрицы Гессе:
det H(L) = 0. То есть лагранжиан нерегулярный, и построение симплектического гамильтонового форма-лизма в данном случае невозможно.
IV. ПОСТРОЕНИЕ СИМПЛЕКТИЧЕСКОГО ГАМИЛЬТОНИАНА
Оказывается, что в случае отсутствия источников (j α = 0) можно построить симплектический гамильто-нов формализм, произведя необходимую замену пере-менных. В качестве одного из методов рассмотрим ме-тод удвоения переменных [14, 15] . Данный метод при-меним в случае, когда система содержит лишь обоб-щённые переменные, а обобщённые импульсы отсут-ствуют.
